
บทที่ 4
ผลการวิจัย

ในบทนี้ เราไดšนิยามและศึกษาการสŠงหลายคŠาแบบหดตัวและไดšองคŤความรูšใหมŠเปŨนทฤษฎีบทการ
มีจุดตรึงสำหรับการสŠงดังกลŠาวบนปริภูมิเมตริกบริบูรณŤที่ประกอบดšวยกราฟ นอกจากนี้ชี้ใหšเห็นถึงความ
สำคัญของทฤษฎีบทที่สามารถยืนยันการมีจุดตรึงของทฤษฎีบทที่มีมาอยูŠแลšวไดšและมีการยกตัวอยŠาง
ประกอบเพื่อยืนยันการใชšงานของทฤษฎีบทขšางตšน

4.1 การสŠงหดตัวที่ประกอบดšวยกราฟ

ในหัวขšอนี้ เรานิยามการสŠงหลายคŠาแบบหดตัวบนปริภูมิเมตริกที่ประกอบดšวยกราฟดังนี้

บทนิยาม 4.1. กำหนดใหš (X, d) เปŨนปริภูมิเมตริกและ G = (V (G), E(G)) เปŨนกราฟมีทิศทางโดยที่
V (G) = X และ T : X → CB(X). จะกลŠาววŠา T เปŨน การสŠงหดตัวทั่วไปแบบ G ก็ตŠอเมื่อ

1. มี MT -ฟŦงกŤชัน α : [0,∞) → [0, 1) and L ≥ 0 ที่ทำใหš

min{H(Tx, Ty), d(y, Ty)} ≤ α(d(x, y))d(x, y) + LD(y, Tx)

สำหรับทุก x, y ∈ X โดยที่ (x, y) ∈ E(G),

2. ถšา u ∈ Tx และ v ∈ Ty โดยที่ d(u, v) ≤ d(x, y) แลšว (u, v) ∈ E(G).

ขšอสังเกต 4.2.
1. เซตของการสŠงหลายคŠาหดตัวแบบ (α,L) เปŨนเซตยŠอยของเซตของการสŠงหดตัวทั่วไปแบบ G

เมื่อเรากำหนดใหš E(G) = X ×X .

2. เซตของการสŠงหดตัวแบบทั่วไปจากทฤษฎีบท 2.8 เปŨนเซตยŠอยของเซตของการสŠงหดตัวทั่วไป
แบบ G เมื่อเรากำหนดใหš E(G) = X ×X และ L = 0

4.2 ทฤษฎีบทการมีจุดตรึง

ในหัวขšอนี้เรานำเสนอทฤษฎีบทการมีจุดตรึงของการสŠงหลายคŠาที่มีคุณสมบัติตามบทนิยาม 4.1
ภายใตšเงื่อนไขที่เพียงพอบนปริภูมิเมตริกบริบูรณŤที่ประกอบดšวยกราฟ

ทฤษฎีบท 4.3. กำหนดใหš (X, d) เปŨนปริภูมิเมตริกบริบูรณŤ, G = (V (G), E(G)) เปŨนกราฟมีทิศทาง
โดยที่ V (G) = X และ X มีคุุณสมบัติ A และใหš T : X → CB(X) เปŨนการสŠงหดตัวทั่วไปแบบ G

สมมุติใหšมี x0 ∈ X โดยที่ (x0, y) ∈ E(G) สำหรับบางคŠา y ∈ Tx0 แลšวจะมี v ∈ X ที่ทำใหš v ∈ Tv.
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พิสูจนŤ. นิยามฟŦงกŤชัน µ : [0,∞) → [0, 1) ดังนี้

µ(t) =
1 + φ(t)

2
for all t ∈ [0,∞).

จะไดšวŠา 0 ≤ φ(t) < µ(t) < 1 สำหรับทุก t ∈ [0,∞) เนื่องจากมี x0 ∈ X ที่ทำใหš (x0, x1) ∈ E(G)

สำหรับบางคŠา x1 ∈ Tx0 ทำใหšไดšวŠา

min{H(Tx0, Tx1), d(x1, Tx1)} ≤ α(d(x0, x1))d(x0, x1) + LD(x1, Tx0). (4.1)

เนื่องจาก
d(x1, Tx1) ≤ sup

u∈Tx0

d(u, Tx1) ≤ H(Tx0, Tx1),

จะไดšวŠา
min{H(Tx0, Tx1), d(x1, Tx1)} = d(x1, Tx1) (4.2)

ดังนั้นจาก (4.1) และ (4.2) จะไดšวŠา

d(x1, Tx1) < µ(d(x0, x1))d(x0, x1) (4.3)

และเนื่องจาก (4.3) จะมี x2 ∈ Tx1 ที่ทำใหš

d(x1, x2) < µ(d(x0, x1))d(x0, x1) < d(x0, x1)

ดังนั้น (x1, x2) ∈ E(G) พิจารณา ถšา x2 = x1 แลšว x1 ∈ Tx1 ซึ่งจะทำใหšเราไดšวŠา x1 เปŨนจุดตรึงของ
T ถšา x2 ̸= x1 เนื่องจาก T เปŨนการสŠงหดตัวทั่วไปแบบ G นั่นคือ

d(x2, Tx2) = min{H(Tx1, Tx2), d(x2, Tx2)}

< µ(d(x1, x2))d(x1, x2) + Ld(x2, Tx1)

= µ(d(x1, x2))d(x1, x2).

ดังนั้นจะมี x3 ∈ Tx2 ที่ทำใหš

d(x2, x3) < µ(d(x1, x2))d(x1, x2) < d(x1, x2).

ทำใหšไดšวŠา (x2, x3) ∈ E(G) ดังนั้นจากการทำซ้ำไปอยŠางมีขั้นตอน จะไดšวŠามีลำดับ {xn}n∈N∪{0} ที่
สอดคลšองคุณสมบัติตŠอไปนี้ สำหรับแตŠละคŠา n ∈ N

(i) xn ∈ Txn−1 with xn ̸= xn−1;
(ii) d(xn, xn+1) < µ(d(xn−1, xn))d(xn−1, xn) < d(xn−1, xn);
(iii) (xn, xn+1) ∈ E(G).

จากขšอ (ii) ทำใหšไดšวŠา {d(xn, xn+1)}n∈N∪{0} เปŨนลำดับลดลงในชŠวง [0,∞) เนื่องจาก φ เปŨน MT -
ฟŦงกŤชัน เราจะไดšวŠา

0 ≤ sup
n∈N∪{0}

φ(d(xn, xn+1)) < 1

นั่นคือ
0 < sup

n∈N∪{0}
µ(d(xn, xn+1)) =

1

2

[
1 + sup

n∈N∪{0}
φ(d(xn, xn+1))

]
< 1
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เรากำหนดใหš γ := supn∈N∪{0} µ(d(xn, xn+1)) ดังนั้น γ ∈ [0, 1)

พิจารณาสำหรับแตŠละคŠา n ∈ N ∪ {0} จากขšอ (ii) จะไดšวŠา

d(xn, xn+1) < µ(d(xn−1, xn))d(xn−1, xn) ≤ γd(xn−1, xn) (4.4)

ดังนั้นผลที่ตามมาจากขšอ (4.4) จะไดšŠวŠา

d(xn, xn+1) < γd(xn−1, xn) < · · · < γnd(x0, x1). (4.5)

ตŠอมากำหนดใหš ξn = γn

1−γd(x0, x1) ดังนั้นสำหรับแตŠละคŠา m,n ∈ N โดยที่ m > n และจาก (4.5)
ทำใหšไดšวŠา

d(xm, xn) ≤
m−1∑
j=n

d(xj , xj+1) < ξn

เนื่องจาก 0 < γ < 1, limn→∞ ξn = 0, นั่นคือ

lim
n→∞

sup{d(xm, xn) : m > n} = 0.

เพราะฉะนั้นสรุปไดšวŠา {xn}n∈N เปŨนลำดับโคชีใน X เนื่องจาก (X, d) เปŨนเมตริกบริบูรณŤ ดังนั้นจะมี
v ∈ X ที่ทำใหš xn → v เมื่อ n → ∞ เนื่องจาก X มีคุณสมบัติ A จะไดšวŠา (xn, v) ∈ E(G) สำหรับทุก
คŠา n ∈ N ดังนั้น

min{H(Txn, T v), d(v, Tv)} ≤ φ(d(xn, v))d(xn, v) + Ld(v, Txn) สำหรับทุกคŠา n ∈ N
(4.6)

ตŠอมากำหนดใหš

A = {n ∈ N : min{H(Txn, T v), d(v, Tv)} = H(Txn, T v)}.

เราสามารถแบŠงไดšเปŨน 2 กรณีดังนี้
กรณีที่ 1 สมมุติใหš ♯(A) = ∞ โดยที่ ♯(A) เปŨนจำนวนสมาชิกของ A ดังนั้นจะมี {nj} ⊂ A ที่ทำใหš

min{H(Txnk
, T v), d(v, Tv)} = H(Txnk

, T v) สำหรับทุกคŠา k ∈ N. (4.7)

เนื่องจาก (xnk
, v) ∈ E(G) สำหรับทุกคŠา k ∈ N ดังนั้น

d(v, Tv) ≤ d(v, xnk+1) + d(xnk+1, T v)

≤ d(v, xnk+1) +H(Txnk
, T v)

= d(v, xnk+1) + min{H(Txnk
, T v), d(v, Tv)}

≤ d(v, xnk+1) + φ(d(xnk
, v))d(xnk

, v) + Ld(v, Txnk
)

< d(v, xnk+1) + d(xnk
, v) + Ld(v, xnk+1)

เนื่องจาก xnk
→ v เมื่อ k → ∞ เปŨนผลใหš d(v, Tv) = 0 และเนื่องจาก Tv ∈ CB(X) เราสรุปไดšวŠา

v ∈ Tv นั่นคือ v เปŨนจุดตรึงของ T
กรณีที่ 2 สมมุติใหš ♯(A) < ∞ ทำใหšไดšวŠาจะมีลำดับของจำนวนนับ {nk} ที่ทำใหš

min{H(xnk
, T v), d(v, Tv)} = d(v, Tv) สำหรับทุกคŠา k ∈ N. (4.8)
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เนื่องจาก (xnk
, v) ∈ E(G) สำหรับทุกคŠาl k ∈ N ดังนั้น

d(v, Tv) = min{H(xnk
, T v), d(v, Tv)}

≤ φ(d(xnk
, v))d(xnk

, v) + Ld(v, Txnk
)

< d(xnk
, v) + Ld(v, xnk+1).

เนื่องจาก xn → v เมื่อ k → ∞ เปŨนผลใหš d(v, Tv) = 0 และเนื่องจาก Tv ∈ CB(X) เราสรุปไดšวŠา
v ∈ Tv นั่นคือ v เปŨนจุดตรึงของ T จบการพิสูจนŤ

ขšอสังเกต 4.4. ทฤษฎีบท 4.3 ปรับปรุงและพัฒนาผลลัพธŤตŠางๆ ดังนี้

(a) ถšาเรากำหนดใหšE(G) = X×X และ L = 0 ในทฤษฎีบท 4.3 แลšวเราจะไดšผลลัพธŤทฤษฎีบท
ของ Mizoguchi-Takahashi [16]

(b) ถšาเรากำหนดใหš E(G) = X × X ในทฤษฎีบท 4.3 แลšวเราจะไดšผลลัพธŤทฤษฎีบทของ
Berinde [7].

(c) ถšาเรากำหนดใหš CB(X) = {{x} : x ∈ X}, φ(t) = k โดยที่ 0 ≤ k < 1 และ L = 0 ใน
ทฤษฎีบท 4.3 แลšวเราจะไดšผลลัพธŤทฤษฎีบทของ Jachymski [14]

ในสŠวนนี้ เราไดšยกตัวอยŠางซึ่งสนับสนุนทฤษฎีบท 4.3 โดยที่ทฤษฎีบทของ Mizoguchi-Takahashi
ไมŠสามารถนำมาประยุกตŤใชšไดš ซึี่งจะเปŨนการแสดงใหšเห็นวŠาทฤษฎีบท 4.3 นี้ เปŨนองคŤความรูš ใหมŠและ
สามารถนำไปประยุกใชšกับการสŠงหลายคŠาที่กวšางขึ้น

ตัวอยŠาง 4.5. กำหนดใหš l∞ เซตที่ประกอบไปดšวยลำดับที่มีขอบเขตภายใตšนอรŤม d∞ และใหš {τn} ∈
l∞ ที่นิยามโดย τn = 1

n สำหรับทุกคŠา n ∈ N และกำหนดใหš {en} เปŨนฐานของ l∞ กำหนดใหš
vn = τnen สำหรับทุกคŠา n ∈ N และใหš X = {vn}n∈N ดังนั้น (X, d∞) เปŨนปริภูมิเมตริกบริบูรณŤ
และ d∞(vn, vm) = 1

n สำหรับ m > n กำหนดใหš G = (V (G), E(G)) เปŨนกราฟมีทิศทางโดยที่
V (G) = X และ

E(G) = {(vn, vm) ∈ X ×X : m ≥ n}.

จะไดšวŠา X มีคุณสมบัติ A นอกจากนี้เราใหš T : X → CB(X) เปŨนการสŠงหลายคŠาที่นิยามโดย

Tvn =

{v1, v2} เมื่อ n ∈ {1, 2},

X \ {v1, v2, . . . , vn, vn+1} เมื่อ n ≥ 3.

นิยามฟŦงกŤชัน φ : [0,∞) → [0, 1) ดังนี้

φ(t) =


τn+2

τn
เมื่อ t = τn สำหรับบางคŠา n ∈ N,

0 สำหรับกรณีอื่น.

จะไดšวŠา lim sups→t+ φ(s) = 0 < 1 สำหรับทุกคŠา t ∈ [0,∞) นั่นคือ φ เปŨน MT -ฟŦงกŤชัน ตŠอไปเรา
จะแสดงวŠา T เปŨนการสŠงหดตัวทั่วไปแบบ G, กำหนดใหš x, y ∈ X โดยที่ (x, y) ∈ E(G) เราแบŠงการ
พิจารณาเปŨน 4 กรณี ดังนี้
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กรณีที่ 1: Let x = v1, y = v2. Then Tv1 = Tv2 = {v1, v2} นอกจากนี้ทำใหšไดšวŠา

min{H(Tv1, T v2), d(v2, T v2)} = 0 < τ3 = φ(d(v1, v2))d(v1, v2).

กรณี 2: ถšา x = v1, y = vm สำหรับแตŠละ m ≥ 3 แลšว Tv1 = {v1, v2} และ Tvm =

{vm+2, vm+3, . . .} นอกจากนี้ทำใหšไดšวŠา

min{H(Tv1, T vm), d(vm, T vm)} = τm ≤ φ(d(v1, vm))d(v1, vm) + 2d(vm, T v1).

กรณี 3: ถšา x = v2, y = vm สำหรับแตŠละ m ≥ 3 แลšว Tv2 = {v1, v2} และ Tvm =

{vm+2, vm+3, . . .} นอกจากนี้ทำใหšไดšวŠา

min{H(Tv2, T vm), d(vm, T vm)} = τm ≤ φ(d(v2, vm))d(v2, vm) + 2d(vm, T v2).

กรณี 4: ถšา x = vn,= vm สำหรับแตŠละ n ≥ 3 และ m > n แลšว Tvn = {vn+2, vn+3, . . .}
and Tvm = {vm+2, vm+3, . . .} นอกจากนี้ทำใหšไดšวŠา

min{H(Tvn, T vm), d(vm, T vm)} = τn+2 = φ(d(vn, vm))d(vn, vm) + 2d(vm, T vn).

ดังนั้นจากการพิจารณาทั้ง 4 กรณี ทำใหšเราสรุปไดšวŠา T เปŨนการสŠงหดตัวทั่วไปแบบ G โดยที่ φ นิยาม
ขšางตšนและ L = 2 ตŠอมาเลือก v1 ∈ X ทำใหšไดšวŠา (v1, v2) ∈ E(G) โดยที่ v2 ∈ Tv1 = {v1, v2}
เพราะฉะนั้นจึงสรุปไดšวŠาตัวอยŠางนี้สอดคลšองกับเงื่อนไขทั้งหมดของสมการ 4.3 นอกจากนี้จะเห็นวŠาการ
สŠงหลายคŠาของตัวอยŠางนี้มีจุดตรึงคือ 1 และ 2 นอกจากนั้น เราจะสังเกตวŠา

H(Tvn, T vm) = τ1 > τ3 = φ(d(v1, vm))d(v1, vm) สำหรับทุกคŠา m ≥ 3,

ซึ่งจากอสมการขšางตšนนี้ทำใหšเราไมŠสามารถใชšทฤษฎีบทของ Mizoguchi-Takahashi [16] มาประยุกตŤไดš
แตŠทฤษฎีบท 4.3 สามารถประยุกตŤไดš




