
บทที่ 2
แนวคิดทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวขšอง

ในบทนี้ เปŨนการศึกษารวบรวมหลักการทฤษฎี แนวคิดและผลการศึกษาที่ผŠานมาของทฤษฎีบท
การมีจุดตรึงของการสŠงแบบหดตัวในแตŠละประเภทในปริภูมิเตริก จากบทความและงานวิจัยที่เกี่ยวขšอง
ดังตŠอไปนี้
กำหนดใหš x, y ∈ X และ A,B,C ∈ CB(X) แลšวคุณสมบัติตŠอไปนี้เปŨนจริง

1. d(x,A) ≤ d(x, y) + d(y,A),

2. d(x,A) ≤ d(x, y) + d(y,B) + supb∈B d(b, A),

3. ถšา x ∈ A แลšว d(x,B) ≤ H(A,B).

ทฤษฎีบท 2.1 ([15]). กำหนดใหš (X, d) เปŨนปริภูมิเมตริก แลšว H เปŨนเมตริกบน CB(X)

ทฤษฎีบท 2.2 ([15]). กำหนดใหš A เปŨนเซตปŗดในปริภูมิเมตริก (X, d) แลšว

x ∈ A ก็ตŠอเมื่อ d(x,A) = 0

บทตั้ง 2.3 ([15]). กำหนดใหš (X, d) เปŨนปริภูมิเมตริก ถšา A,B ∈ CB(X) และ a ∈ A, แลšว สำหรับ
แตŠละ ϵ > 0 จะมี b ∈ B ที่ทำใหš

d(a, b) ≤ H(A,B) + ϵ

ในปŘ 1969, Nadler [15] เปŨนผูšริเริ่มศึกษาทฤษฎีบทจุดตรึงสำหรับการสŠงหลายคŠาบนปริภูมิเมตริก

ทฤษฎีบท 2.4 ([15]). กำหนดใหš (X, d) เปŨนปริภูมิเมตริกและ T เปŨนการสŠงหลายคŠาจาก X ไปยัง
CB(X) สมมุติใหšมี k ∈ [0, 1) โดยที่

H(Tx, Ty) ≤ kd(x, y) สำหรับ x, y ∈ X.

แลšวจะมี z ∈ X ที่ทำใหš z ∈ Tz.

ทฤษฎีบท 2.4 ไดšรับการศึกษาตŠอมาอยŠางแพรŠหลายและกวšางขวางโดยการศึกษาไปถึงการสŠง
หลายคŠาที่กวšางมากยิ่งขึ้น ([4],[7],[8],[10],[20]).

บทนิยาม 2.5 ([16]). กำหนดใหš φ : [0,∞) → [0, 1) จะกลŠาววŠา φ เปŨน MT -ฟŦงกŤชัน ก็ตŠอเมื่อ

lim
r→t+

supφ(r) < 1 สำหรับ t ∈ (0,∞)

ในปŘ ค.ศ. 1989 Mizoguchi และ Takahashi [16] ไดšพิสูจนŤทฤษฎีบทการมีจุดตรึงสำหรับการสŠง
หลายคŠาดังนี้.
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ทฤษฎีบท 2.6 ([16]). กำหนดใหš (X, d) เปŨนปริภูมิเมตริกบริบูรณŤและ T : X → CB(X) และใหšมี
MT -ฟŦงกŤชัน φ : [0,∞) → [0, 1) โดยที่

H(Tx, Ty) ≤ φ(d(x, y))d(x, y), สำหรับทุก x, y ∈ X.

แลšว จะมี z ∈ X ที่ทำใหš z ∈ Tz.

ในปŘ ค.ศ. 2007 Berinde and Berinde [7] ไดšนิยามการสŠงหลายคŠาซึ่งมีความทั่วไปกวŠา MT -
ฟŦงกŤชัน
บทนิยาม 2.7 ([7]). กำหนดใหš (X, d) เปŨนปริภูมิเมตริกและ T : X → CB(X) a เปŨนการสŠงหลายคŠา
จะกลŠาววŠา T เปŨน การหดตัวแบบ (φ,L) ถšามี L ≥ 0 และ MT -ฟŦงกŤชัน φ : [0,∞) → [0, 1) โดยที่

H(Tx, Ty) ≤ φ(d(x, y))d(x, y) + Ld(y, Tx), สำหรับทุก x, y ∈ X.

นอกจากนี้ Berinde and Berinde [7] ไดšพิสูจนŤทฤษฎีบทการมีจุดตรึงของการสŠงหดตัวแบบ
(φ,L) ในปริภูมิเมตริกบริบูรณŤ ซึ่งกลŠาวไดšวŠาการสŠงดังกลŠาวนั้นมีความทั่วไปกวŠาการสŠงแบบหดตัวและ
การสŠงนี้ ไมŠจำเปŨนตšองเปŨนฟŦงกŤชันตŠอเนื่อง ซึ่งในภายหลังการสŠงดังกลŠาวไดšถูกศึกษาและพัฒนาตŠอมา
อยŠางแพรŠหลาย ([6],[11],[12],[17],[18],[21])

ตŠอมาในภายหลัง Du and Hung [11] ไดšขยายแนวคิดทฤษฎีบทของ Mizoguchi-Takashi ดังตŠอ
ไปนี้
ทฤษฎีบท 2.8 ([11]). กำหนดใหš (X, d) เปŨนปริภูมิเมตริกบริบูรณŤและ T : X → CB(X) เปŨนการสŠง
หลายคŠา กำหนดใหšมี MT -ฟŦงกŤชัน φ โดยที่

min{H(Tx, Ty), d(y, Ty)} ≤ φ(d(x, y))d(x, y)

สำหรับทุก x, y ∈ X โดยที่ x ̸= y. แลšว จะมี z ∈ X ที่ทำใหš z ∈ Tz.

ในปŘ ค.ศ. 2008, Jachymski [14] ไดšรวมแนวทางการศึกษา 2 ทางเขšาไวšดšวยกันนั่นคือทฤษฎีบท
จุดตรึงและทฤษฎีกราฟ โดยไดšศึกษาการมีจุดตรึงสำหรับการสŠงบนปริภูมิเมตริกที่ประกอบดšวยกราฟดังนี้
บทนิยาม 2.9 ([14]). กำหนดใหš (X, d) เปŨนปริภูมิเมตริกและ G = (V (G), E(G)) เปŨนกราฟมีทิศทาง
โดยที่ V (G) = X และ △ = {(x, x) : x ∈ X} ⊆ E(G) กำหนดใหš f : X → X จะกลŠาววŠา f

เปŨนการสŠงหดตัวแบบ G ก็ตŠอเมื่อ สำหรับ x และ y ใน X

x, y ∈ X, (x, y) ∈ E(G) =⇒ (f(x), f(y)) ∈ E(G)

และมี α ∈ [0, 1) โดยที่สำหรับทุก x, y ∈ X ,
(x, y) ∈ E(G) =⇒ d(f(x), f(y)) ≤ αd(x, y).

ทฤษฎีบท 2.10 ([14]). กำหนดใหš (X, d) เปŨนปริภูมิเมตริกบริบูรณŤและ G = (V (G), E(G)) เปŨน
กราฟมีทิศทาง โดยที่ V (G) = X และ △ = {(x, x) : x ∈ X} ⊆ E(G), ใหš X มีคุณสมบัติ A และ
ใหš f : X → X be เปŨนการสŠงหดตัวแบบ G และใหš Xf = {x ∈ X : (x, f(x)) ∈ E(G)}. แลšว
F (T ) ̸= ∅ ก็ตŠอเมื่อ Xf ̸= ∅.

ทฤษฎีบทไดšรับการพัฒนาตŠอยอดและศึกษาอยŠางแพรŠหลายทั้งในลักษณะของการศึกษาการสŠงที่มี
ความทั่วไปยิ่งขึ้นโดยที่มีคุณลักษณะของกราฟเขšามาเกี่ยวขšอง ([1],[2],[4],[5],[9],[10][13][20],[19])




