
บทที่ 2
แนวคิดทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวของ

ในบทนี้ เปนการศึกษารวบรวมหลักการทฤษฎี แนวคิดและผลการศึกษาที่ผานมาของทฤษฎีบท
การมีจุดตรึงของการสงแบบหดตัวในแตละประเภทในปริภูมิเตริก จากบทความและงานวิจัยที่เกี่ยวของ
ดังตอไปนี้
กำหนดให x, y ∈ X และ A,B,C ∈ CB(X) แลวคุณสมบัติตอไปนี้เปนจริง

1. d(x,A) ≤ d(x, y) + d(y,A),

2. d(x,A) ≤ d(x, y) + d(y,B) + supb∈B d(b, A),

3. ถา x ∈ A แลว d(x,B) ≤ H(A,B).

ทฤษฎีบท 2.1 ([15]). กำหนดให (X, d) เปนปริภูมิเมตริก แลว H เปนเมตริกบน CB(X)

ทฤษฎีบท 2.2 ([15]). กำหนดให A เปนเซตปดในปริภูมิเมตริก (X, d) แลว

x ∈ A ก็ตอเมื่อ d(x,A) = 0

บทตั้ง 2.3 ([15]). กำหนดให (X, d) เปนปริภูมิเมตริก ถา A,B ∈ CB(X) และ a ∈ A, แลว สำหรับ
แตละ ϵ > 0 จะมี b ∈ B ที่ทำให

d(a, b) ≤ H(A,B) + ϵ

ในป 1969, Nadler [15] เปนผูริเริ่มศึกษาทฤษฎีบทจุดตรึงสำหรับการสงหลายคาบนปริภูมิเมตริก

ทฤษฎีบท 2.4 ([15]). กำหนดให (X, d) เปนปริภูมิเมตริกและ T เปนการสงหลายคาจาก X ไปยัง
CB(X) สมมุติใหมี k ∈ [0, 1) โดยที่

H(Tx, Ty) ≤ kd(x, y) สำหรับ x, y ∈ X.

แลวจะมี z ∈ X ที่ทำให z ∈ Tz.

ทฤษฎีบท 2.4 ไดรับการศึกษาตอมาอยางแพรหลายและกวางขวางโดยการศึกษาไปถึงการสง
หลายคาที่กวางมากยิ่งขึ้น ([4],[7],[8],[10],[20]).

บทนิยาม 2.5 ([16]). กำหนดให φ : [0,∞) → [0, 1) จะกลาววา φ เปน MT -ฟงกชัน ก็ตอเมื่อ

lim
r→t+

supφ(r) < 1 สำหรับ t ∈ (0,∞)

ในป ค.ศ. 1989 Mizoguchi และ Takahashi [16] ไดพิสูจนทฤษฎีบทการมีจุดตรึงสำหรับการสง
หลายคาดังนี้.
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ทฤษฎีบท 2.6 ([16]). กำหนดให (X, d) เปนปริภูมิเมตริกบริบูรณและ T : X → CB(X) และใหมี
MT -ฟงกชัน φ : [0,∞) → [0, 1) โดยที่

H(Tx, Ty) ≤ φ(d(x, y))d(x, y), สำหรับทุก x, y ∈ X.

แลว จะมี z ∈ X ที่ทำให z ∈ Tz.

ในป ค.ศ. 2007 Berinde and Berinde [7] ไดนิยามการสงหลายคาซึ่งมีความทั่วไปกวา MT -
ฟงกชัน
บทนิยาม 2.7 ([7]). กำหนดให (X, d) เปนปริภูมิเมตริกและ T : X → CB(X) a เปนการสงหลายคา
จะกลาววา T เปน การหดตัวแบบ (φ,L) ถามี L ≥ 0 และ MT -ฟงกชัน φ : [0,∞) → [0, 1) โดยที่

H(Tx, Ty) ≤ φ(d(x, y))d(x, y) + Ld(y, Tx), สำหรับทุก x, y ∈ X.

นอกจากนี้ Berinde and Berinde [7] ไดพิสูจนทฤษฎีบทการมีจุดตรึงของการสงหดตัวแบบ
(φ,L) ในปริภูมิเมตริกบริบูรณ ซึ่งกลาวไดวาการสงดังกลาวนั้นมีความทั่วไปกวาการสงแบบหดตัวและ
การสงนี้ ไมจำเปนตองเปนฟงกชันตอเนื่อง ซึ่งในภายหลังการสงดังกลาวไดถูกศึกษาและพัฒนาตอมา
อยางแพรหลาย ([6],[11],[12],[17],[18],[21])

ตอมาในภายหลัง Du and Hung [11] ไดขยายแนวคิดทฤษฎีบทของ Mizoguchi-Takashi ดังตอ
ไปนี้
ทฤษฎีบท 2.8 ([11]). กำหนดให (X, d) เปนปริภูมิเมตริกบริบูรณและ T : X → CB(X) เปนการสง
หลายคา กำหนดใหมี MT -ฟงกชัน φ โดยที่

min{H(Tx, Ty), d(y, Ty)} ≤ φ(d(x, y))d(x, y)

สำหรับทุก x, y ∈ X โดยที่ x ̸= y. แลว จะมี z ∈ X ที่ทำให z ∈ Tz.

ในป ค.ศ. 2008, Jachymski [14] ไดรวมแนวทางการศึกษา 2 ทางเขาไวดวยกันนั่นคือทฤษฎีบท
จุดตรึงและทฤษฎีกราฟ โดยไดศึกษาการมีจุดตรึงสำหรับการสงบนปริภูมิเมตริกที่ประกอบดวยกราฟดังนี้
บทนิยาม 2.9 ([14]). กำหนดให (X, d) เปนปริภูมิเมตริกและ G = (V (G), E(G)) เปนกราฟมีทิศทาง
โดยที่ V (G) = X และ △ = {(x, x) : x ∈ X} ⊆ E(G) กำหนดให f : X → X จะกลาววา f

เปนการสงหดตัวแบบ G ก็ตอเมื่อ สำหรับ x และ y ใน X

x, y ∈ X, (x, y) ∈ E(G) =⇒ (f(x), f(y)) ∈ E(G)

และมี α ∈ [0, 1) โดยที่สำหรับทุก x, y ∈ X ,
(x, y) ∈ E(G) =⇒ d(f(x), f(y)) ≤ αd(x, y).

ทฤษฎีบท 2.10 ([14]). กำหนดให (X, d) เปนปริภูมิเมตริกบริบูรณและ G = (V (G), E(G)) เปน
กราฟมีทิศทาง โดยที่ V (G) = X และ △ = {(x, x) : x ∈ X} ⊆ E(G), ให X มีคุณสมบัติ A และ
ให f : X → X be เปนการสงหดตัวแบบ G และให Xf = {x ∈ X : (x, f(x)) ∈ E(G)}. แลว
F (T ) ̸= ∅ ก็ตอเมื่อ Xf ̸= ∅.

ทฤษฎีบทไดรับการพัฒนาตอยอดและศึกษาอยางแพรหลายทั้งในลักษณะของการศึกษาการสงที่มี
ความทั่วไปยิ่งขึ้นโดยที่มีคุณลักษณะของกราฟเขามาเกี่ยวของ ([1],[2],[4],[5],[9],[10][13][20],[19])




