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1.1 ความสำคัญและที่มาของปŦญหาโครงการวิจัย

ทฤษฎีบทจุดตรึงเปŨนแขนงหนึ่งที่อยูŠในสาขาเรื่องการวิเคราะหŤเชิงเสšน ซึ่งเปŨนสาขาที่มีการนำไป
ประยุกตŤใชšอยŠางแพรŠหลายโดยเฉพาะอยŠางยิ่งการศึกษาเกี่ยวกับการมีคำตอบของระบบสมการอนุพันธŤ
ตŠางๆ การยืนยันการมีคำตอบเดียวของระบบสมการอนุพันธŤตŠางๆ ซึ่งปŦญหาการยืนยันการมีคำตอบดัง
กลŠาวเปŨนปŦญหาสำคัญที่มีประโยชนŤในสาขาวิชาตŠาง ๆ เชŠน สาขาวิชาคณิตศาสตรŤประยุกตŤ เศรษฐศาสตรŤ
ฟŗสิกสŤและวิศวกรรม

ใหš (X, d) เปŨนปริภูมิเมตริกบริบูรณŤ และ T : X → X เปŨนการสŠงคŠาเดียวใด ๆ เราจะกลŠาว
วŠา การสŠง T มีจุดตรึงถšามี x ∈ X ที่ทำใหš Tx = x เราจะเรียกการสŠงคŠาเดียววŠาเปŨนการสŠง หดตัว
(contraction) เมื่อมีคŠาคงที่ k ที่ทำใหš d(Tx, Ty) ≤ d(x, y) สำหรับ x, y ∈ X ในปŘ ค.ศ. 1922
Banach [3] ไดšพิสูจนŤทฤษฎีบทจุดตรึงที่มีชื่อเสียงเรียกวŠา ทฤษฎีบทหลักการหดตัวของบานาค (Banach
contraction principle) โดยกลŠาววŠาสำหรับการสŠงแบบหดตัวใด ๆ บนปริภูมิเมตริกจะมีจุดตรึงเสมอ

ใหš (X, d) เปŨนปริภูมิเมตริกบริบูรณŤ CB(X) แทนวงศŤของเซตยŠอยปŗดที่มีขอบเขตและไมŠเปŨนเซต
วŠางของ X และ K(X) แทนวงศŤของเซตยŠอยกระชับที่ไมŠเปŨนเซตวŠางของ X และ T : X → CB(X)

เปŨนการสŠงหลายคŠาใด ๆ เราจะกลŠาววŠา การสŠง T มีจุดตรึงถšามี x ∈ X ที่ทำใหš x ∈ Tx สำหรับ
A,B ∈ CB(X), H(A,B) = max{supb∈B d(b, A), supb∈B d(a,B)} โดยที่ d(a,B) คือ ระยะทาง
ที่สั้นที่สุดจากจุด a ไปยังเซต B แลšวการสŠง H จะถูกเรียกวŠา เมตริกเฮาสŤดอรŤฟ (Hausdorff metric) ที่
เกิดจากเมตริก d เราจะเรียกการสŠงหลายคŠาวŠาเปŨนการสŠง หดตัว (contraction) เมื่อมีคŠาคงที่ k ที่ทำใหš
H(Tx, Ty) ≤ kd(x, y) สำหรับ x, y ∈ X ซึ่งในปŘ ค.ศ. 1969 Nadler [15] ไดšพิสูจนŤทฤษฎีบทจุดตรึง
สำหรับการสŠงแบบหดตัวขšางตšนบนปริภูมิเมตริก ตŠอมาในปŘ ค.ศ. 1989 Mizoguchi และ Takahashi [16]
ไดšขยายแนวคิดของ Nadler โดยนิยามการสŠงหลายคŠาที่ทั่วไปกวŠาคือ H(Tx, Ty) ≤ φ(d(x, y))d(x, y)

สำหรับ x, y ∈ X โดยที่ φ : [0,∞) → [0, 1) มีสมบัติวŠา limr→t+ φ(r) < 1 สำหรับแตŠละ t ∈ (0,∞)

และไดšพิสูจนŤทฤษฎีบทจุดตรึงสำหรับการสŠงขšางตšนนี้บนปริภูมิเมตริก
นิยามกราฟ G วŠาเปŨนคูŠอันดับโดยที่ V (G) เปŨนเซตจำกัดที่ไมŠเปŨนเซตวŠางของสมาชิกที่ เรียกวŠา จุด

ยอด (vertex) และ E(G) เปŨนวงศŤจำกัดของคูŠไมŠอันดับของสมาชิกใน V (G) ซึ่งเรียกสมาชิกของ E(G)

วŠา เสšนเชื่อม (edge) พิจารณากราฟระบุทิศทางหรือไดกราฟ (digraph) G บนเสšนเชื่อมของกราฟจะระบุ
ทิศทางโดยการใชš หัวลูกศร ซึ่งเซตของจุดยอดของมันเกิดขึ้นพรšอมกับ X นั่นคือ V (G) = X และ เซต
ของเสšนเชื่อม มี เราจะสมมติใหšกราฟ G ไมŠมีเสšนเชื่อมขนาน (parallel edges) และกราฟถŠวงน้ำหนัก
(weighted graph) โดยกำหนดคŠาน้ำหนักแตŠละเสšนเชื่อมตามระยะทางระหวŠางจุดยอดของกราฟ เราใชš
สัญลักษณŤ G−1 แทน การแปลงผัน (conversion) ของกราฟ โดยการเปลี่ยนทิศทางตรงขšามของเสšนใน
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กราฟ และใชšสัญลักษณŤ G แทน กราฟไมŠระบุทิศทางที่ไดšจากกราฟ G โดยการละเวšนทิศทางบนเสšนเชื่อม
ของกราฟG เราจะพิจารณา ไดกราฟG ที่เซตของเสšนเชื่อมสมมาตร (symmetric) นั่นคือG = G∪G−1

ในปŘ ค.ศ. 2008 Jachymski [14] นำเอาทฤษฎีบทจุดตรึงสำหรับการสŠงแบบหลายคŠามาประยุกตŤเชื่อม
โยงกับสาขาทฤษฎีกราฟ โดยไดšนิยามการสŠงแบบใหมŠที่เรียกวŠา หดตัว G (G-contractions) ถšามีคŠาคงที่
k ที่ทำใหš d(Tx, Ty) ≤ kd(x, y) สำหรับทุกๆ x, y ∈ X ซึ่ง (x, y) ∈ E(G) และไดšพิสูจนŤทฤษฎีบท
จุดตรึงสำหรับการสŠงหดตัว G บนปริภูมิเมตริกที่ประกอบดšวยกราฟ ซึ่งถšาเราสมมติใหšกราฟ G ซึ่งมี
E(G) = X ×X แลšวจะเห็นไดšชัดวŠา กราฟ G จะเปŨนกราฟ เชื่อมโยง และทฤษฎีบทดังกลŠาวจะกลาย
มาเปŨนทฤษฎีบทหลักการหดตัวของบานาค

ในงานวิจัยนี้เราจะศึกษาการสŠงแบบหลายคŠาบนปริภูมิเมตริกและบนปริภูมิบานาคที่ประกอบดšวย
กราฟ และหาเงื่อนไขเพียงพอที่จะยืนยันการมีจุดตรึงสำหรับการสŠงหลายคŠานี้

1.2 วัตถุประสงคŤของโครงการวิจัย

1. ศึกษาคุณสมบัติของการสŠงหลายคŠาและหาเงื่อนไขที่เพียงพอที่จะทำใหšการสŠงหลายคŠามีจุดตรึง
ในปริภูมิเมตริกที่ประกอบดšวยกราฟซึ่งจะเกิดเปŨนทฤษฎีและองคŤความรูšใหมŠ

2. นำทฤษฎีที่ไดšไปประยุกตŤใชšในการยืนยันการมีคำตอบของสมการตŠางๆ

1.3 ขอบเขตของโครงการวิจัย

ศึกษาการมีจุดตรึงของการสŠงหลายคŠาบนปริภูมิเมตริก (metric spaces) ที่ประกอบดšวยกราฟ

1.4 นิยามศัพทŤเฉพาะ
บทนิยาม 1.1. กำหนดใหš X ไมŠเปŨนเซตวŠางและ d : X ×X → R เปŨนฟŦงกŤชัน แลšวจะกลŠาววŠา d เปŨน
เมตริก (metric) บน X ก็ตŠอเมื่อ สำหรับสมาชิก x, y และ z ทุกตัวของ X สอดคลšองสมบัติตŠอไปนี้

(1) d(x, y) ≥ 0, นอกจากนี้ d(x, y) = 0 ก็ตŠอเมื่อ x = y;

(2) d(x, y) = d(y, x);

(3) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

เรียกคูŠอันดับ (X, d) วŠา ปริภูมิเมตริก (metric space).

สำหรับ r > 0 และสมาชิก x ในปริภูมิเมตริก (X, d) เรานิยาม

Br(x) := {y ∈ X : d(x, y) < r}

บทนิยาม 1.2. กำหนดใหš (X, d) เปŨนปริภูมิเมตริก เซต G ⊂ X เรียกวŠา เซตเปŗด (open set) ก็ตŠอเมื่อ
สำหรับแตŠละ x ∈ G มี r > 0 ที่ทำใหš Br(x) ⊂ G.

บทนิยาม 1.3. กำหนดใหš (X, d) เปŨนปริภูมิเมตริก เซต F ⊂ X เรียกวŠา เซตปŗด(closed set) ก็ตŠอเมื่อ
X \ F เปŨนเซตเปŗด
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บทนิยาม 1.4. กำหนดใหš (X, d) เปŨนปริภูมิเมตริก เซต F ⊂ X เรียกวŠา เซตมีขอบเขต (bounded
set) ก็ตŠอเมื่อ มีจำนวนจริงบวก M ที่มำใหš d(x, y) ≤ M สำหรับ x, y ∈ X .

บทนิยาม 1.5. กำหนดใหš (X, d) เปŨนปริภูมิเมตริก และ {xn} เปŨนลำดับใน X จะกลŠาววŠา {xn} เปŨน
ลำดับลูŠเขšา (convergence sequence) ก็ตŠอเมื่อ มี x ∈ X ที่ทำใหš สำหรับแตŠละ ϵ > 0 มี N ∈ N ที่
ทำใหš d(xn, x) < ϵ สำหรับทุกคŠา n ≥ N

บทนิยาม 1.6. กำหนดใหš {xn} เปŨนลำดับในปริภูมิเมตริก (X, d) เรียก {xn} วŠา ลำดับโคชี (Cauchy
sequence) ก็ตŠอเมื่อ สำหรับแตŠละ ϵ > 0 มี N ∈ N ที่ทำใหš d(xm, xn) < ϵ สำหรับทุกคŠา m,n ≥ N .

บทนิยาม 1.7. กำหนดใหš (X, d) เปŨนปริภูมิเมตริก เรียก (X, d) วŠา ปริภูมิเมตริกบริบูรณŤ (complete
metric space) ก็ตŠอเมื่อ ทุกลำดับโคชีใน X เปŨนลำดับลูŠเขšาใน X

สำหรับ A,B ∈ CB(X) เรานิยามฟŦงกŤชัน H : CB(X)× CB(X) → R+ ดังนี้

H(A,B) = max{δ(A,B), δ(B,A)},

โดยที่
δ(A,B) = sup{d(a,B) : a ∈ A},

δ(B,A) = sup{d(b, A) : b ∈ B},

d(a,C) = inf{∥a− x∥ : x ∈ C}.

บทนิยาม 1.8. กราฟมีทิศทาง (directed graph) G = (V (G), E(G)) ประกอบไปดšวยเซต V (G)

แทนจุดของกราฟ G และ เซต E(G) ซึ่งอยูŠในรูปคูŠอันดับของจุดในกราฟ G

ขšอสังเกต 1.9. เรากำหนดใหš G ไมŠมีเสšนเชื่อมขนาน.

บทนิยาม 1.10. กำหนดใหš G = (V (G), E(G)) เปŨนกราฟมีทิศทาง ละ x, y เปŨนจุดยอดในกราฟ G

แลšว พาธ (path) จาก x ไปยัง y ที่มีความยาว n ∈ N
∪
{0} คือ ลำดับ {xi}ni=0 โดยที่ x0 = x,

xn = y, (xi−1, xi) ∈ E(G) สำหรับ i = 1, 2, ..., n.

บทนิยาม 1.11. กำหนดใหš G = (V (G), E(G)) เปŨนกราฟมีทิศทาง จะกลŠาววŠา G เปŨน กราฟเชื่อม
โยง (connected graph) ก็ตŠอเมื่อ จุดยอด 2 จุดใดๆ ใน G เชื่อมไดšดšวยพาธ

บทนิยาม 1.12. กำหนดใหš G = (V (G), E(G)) เปŨนกราฟมีทิศทาง จะกลŠาววŠา G−1 เปŨน กราฟผกผัน
(conversion graph) ของ G ก็ตŠอเมื่อ V (G−1) = V (G) และ E(G−1) = {(x, y) : (y, x) ∈ E(G)}

บทนิยาม 1.13. กำหนดใหš X ̸= ∅ และ G = (V (G), E(G)) เปŨนกราฟมีทิศทาง โดนที่ V (G) = X

จะกลŠาววŠา G มีสมบัติ ถŠายทอด (transitive) ก็ตŠอเมื่อ สำหรับ x, y และ z ใน G

(x, y), (y, z) ∈ E(G) ⇒ (x, z) ∈ E(G)

บทนิยาม 1.14. กำหนดใหš (X, d) เปŨนปริภูมิเมตริกและ G = (V (G), E(G)) เปŨนกราฟมีทิศทางโดยที่
V (G) = X จะกลŠาววŠา X มี คุณสมบัติ A (Property A) ก็ตŠอเมื่อ สำหรับ {xn} ที่เปŨนลำดับใน X ถšา
{xn} ลูŠเขšาสูŠ x และ (xn, xn+1) ∈ E(G) สำหรับ n ∈ N โดยที่ x ∈ X แลšว จะมีลำดับยŠอย {xnk

}
โดยที่ (xnk

, x) ∈ E(G) สำหรับ k ∈ N
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1.5 ประโยชนŤที่ไดšรับจากการวิจัย

ไดšองคŤความรูšใหมŠในสาขาการวิเคราะหŤเชิงฟŦงกŤชัน (functional analysis) และไดšเผยแพรŠบท-
ความวิจัยในวารสารระดับนานาชาติ




