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1.1 ความสำคัญและที่มาของปญหาโครงการวิจัย

ทฤษฎีบทจุดตรึงเปนแขนงหนึ่งที่อยูในสาขาเรื่องการวิเคราะหเชิงเสน ซึ่งเปนสาขาที่มีการนำไป
ประยุกตใชอยางแพรหลายโดยเฉพาะอยางยิ่งการศึกษาเกี่ยวกับการมีคำตอบของระบบสมการอนุพันธ
ตางๆ การยืนยันการมีคำตอบเดียวของระบบสมการอนุพันธตางๆ ซึ่งปญหาการยืนยันการมีคำตอบดัง
กลาวเปนปญหาสำคัญที่มีประโยชนในสาขาวิชาตาง ๆ เชน สาขาวิชาคณิตศาสตรประยุกต เศรษฐศาสตร
ฟสิกสและวิศวกรรม

ให (X, d) เปนปริภูมิเมตริกบริบูรณ และ T : X → X เปนการสงคาเดียวใด ๆ เราจะกลาว
วา การสง T มีจุดตรึงถามี x ∈ X ที่ทำให Tx = x เราจะเรียกการสงคาเดียววาเปนการสง หดตัว
(contraction) เมื่อมีคาคงที่ k ที่ทำให d(Tx, Ty) ≤ d(x, y) สำหรับ x, y ∈ X ในป ค.ศ. 1922
Banach [3] ไดพิสูจนทฤษฎีบทจุดตรึงที่มีชื่อเสียงเรียกวา ทฤษฎีบทหลักการหดตัวของบานาค (Banach
contraction principle) โดยกลาววาสำหรับการสงแบบหดตัวใด ๆ บนปริภูมิเมตริกจะมีจุดตรึงเสมอ

ให (X, d) เปนปริภูมิเมตริกบริบูรณ CB(X) แทนวงศของเซตยอยปดที่มีขอบเขตและไมเปนเซต
วางของ X และ K(X) แทนวงศของเซตยอยกระชับที่ไมเปนเซตวางของ X และ T : X → CB(X)

เปนการสงหลายคาใด ๆ เราจะกลาววา การสง T มีจุดตรึงถามี x ∈ X ที่ทำให x ∈ Tx สำหรับ
A,B ∈ CB(X), H(A,B) = max{supb∈B d(b, A), supb∈B d(a,B)} โดยที่ d(a,B) คือ ระยะทาง
ที่สั้นที่สุดจากจุด a ไปยังเซต B แลวการสง H จะถูกเรียกวา เมตริกเฮาสดอรฟ (Hausdorff metric) ที่
เกิดจากเมตริก d เราจะเรียกการสงหลายคาวาเปนการสง หดตัว (contraction) เมื่อมีคาคงที่ k ที่ทำให
H(Tx, Ty) ≤ kd(x, y) สำหรับ x, y ∈ X ซึ่งในป ค.ศ. 1969 Nadler [15] ไดพิสูจนทฤษฎีบทจุดตรึง
สำหรับการสงแบบหดตัวขางตนบนปริภูมิเมตริก ตอมาในป ค.ศ. 1989 Mizoguchi และ Takahashi [16]
ไดขยายแนวคิดของ Nadler โดยนิยามการสงหลายคาที่ทั่วไปกวาคือ H(Tx, Ty) ≤ φ(d(x, y))d(x, y)

สำหรับ x, y ∈ X โดยที่ φ : [0,∞) → [0, 1) มีสมบัติวา limr→t+ φ(r) < 1 สำหรับแตละ t ∈ (0,∞)

และไดพิสูจนทฤษฎีบทจุดตรึงสำหรับการสงขางตนนี้บนปริภูมิเมตริก
นิยามกราฟ G วาเปนคูอันดับโดยที่ V (G) เปนเซตจำกัดที่ไมเปนเซตวางของสมาชิกที่ เรียกวา จุด

ยอด (vertex) และ E(G) เปนวงศจำกัดของคูไมอันดับของสมาชิกใน V (G) ซึ่งเรียกสมาชิกของ E(G)

วา เสนเชื่อม (edge) พิจารณากราฟระบุทิศทางหรือไดกราฟ (digraph) G บนเสนเชื่อมของกราฟจะระบุ
ทิศทางโดยการใช หัวลูกศร ซึ่งเซตของจุดยอดของมันเกิดขึ้นพรอมกับ X นั่นคือ V (G) = X และ เซต
ของเสนเชื่อม มี เราจะสมมติใหกราฟ G ไมมีเสนเชื่อมขนาน (parallel edges) และกราฟถวงน้ำหนัก
(weighted graph) โดยกำหนดคาน้ำหนักแตละเสนเชื่อมตามระยะทางระหวางจุดยอดของกราฟ เราใช
สัญลักษณ G−1 แทน การแปลงผัน (conversion) ของกราฟ โดยการเปลี่ยนทิศทางตรงขามของเสนใน
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กราฟ และใชสัญลักษณ G แทน กราฟไมระบุทิศทางที่ไดจากกราฟ G โดยการละเวนทิศทางบนเสนเชื่อม
ของกราฟG เราจะพิจารณา ไดกราฟG ที่เซตของเสนเชื่อมสมมาตร (symmetric) นั่นคือG = G∪G−1

ในป ค.ศ. 2008 Jachymski [14] นำเอาทฤษฎีบทจุดตรึงสำหรับการสงแบบหลายคามาประยุกตเชื่อม
โยงกับสาขาทฤษฎีกราฟ โดยไดนิยามการสงแบบใหมที่เรียกวา หดตัว G (G-contractions) ถามีคาคงที่
k ที่ทำให d(Tx, Ty) ≤ kd(x, y) สำหรับทุกๆ x, y ∈ X ซึ่ง (x, y) ∈ E(G) และไดพิสูจนทฤษฎีบท
จุดตรึงสำหรับการสงหดตัว G บนปริภูมิเมตริกที่ประกอบดวยกราฟ ซึ่งถาเราสมมติใหกราฟ G ซึ่งมี
E(G) = X ×X แลวจะเห็นไดชัดวา กราฟ G จะเปนกราฟ เชื่อมโยง และทฤษฎีบทดังกลาวจะกลาย
มาเปนทฤษฎีบทหลักการหดตัวของบานาค

ในงานวิจัยนี้เราจะศึกษาการสงแบบหลายคาบนปริภูมิเมตริกและบนปริภูมิบานาคที่ประกอบดวย
กราฟ และหาเงื่อนไขเพียงพอที่จะยืนยันการมีจุดตรึงสำหรับการสงหลายคานี้

1.2 วัตถุประสงคของโครงการวิจัย

1. ศึกษาคุณสมบัติของการสงหลายคาและหาเงื่อนไขที่เพียงพอที่จะทำใหการสงหลายคามีจุดตรึง
ในปริภูมิเมตริกที่ประกอบดวยกราฟซึ่งจะเกิดเปนทฤษฎีและองคความรูใหม

2. นำทฤษฎีที่ไดไปประยุกตใชในการยืนยันการมีคำตอบของสมการตางๆ

1.3 ขอบเขตของโครงการวิจัย

ศึกษาการมีจุดตรึงของการสงหลายคาบนปริภูมิเมตริก (metric spaces) ที่ประกอบดวยกราฟ

1.4 นิยามศัพทเฉพาะ
บทนิยาม 1.1. กำหนดให X ไมเปนเซตวางและ d : X ×X → R เปนฟงกชัน แลวจะกลาววา d เปน
เมตริก (metric) บน X ก็ตอเมื่อ สำหรับสมาชิก x, y และ z ทุกตัวของ X สอดคลองสมบัติตอไปนี้

(1) d(x, y) ≥ 0, นอกจากนี้ d(x, y) = 0 ก็ตอเมื่อ x = y;

(2) d(x, y) = d(y, x);

(3) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

เรียกคูอันดับ (X, d) วา ปริภูมิเมตริก (metric space).

สำหรับ r > 0 และสมาชิก x ในปริภูมิเมตริก (X, d) เรานิยาม

Br(x) := {y ∈ X : d(x, y) < r}

บทนิยาม 1.2. กำหนดให (X, d) เปนปริภูมิเมตริก เซต G ⊂ X เรียกวา เซตเปด (open set) ก็ตอเมื่อ
สำหรับแตละ x ∈ G มี r > 0 ที่ทำให Br(x) ⊂ G.

บทนิยาม 1.3. กำหนดให (X, d) เปนปริภูมิเมตริก เซต F ⊂ X เรียกวา เซตปด(closed set) ก็ตอเมื่อ
X \ F เปนเซตเปด
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บทนิยาม 1.4. กำหนดให (X, d) เปนปริภูมิเมตริก เซต F ⊂ X เรียกวา เซตมีขอบเขต (bounded
set) ก็ตอเมื่อ มีจำนวนจริงบวก M ที่มำให d(x, y) ≤ M สำหรับ x, y ∈ X .

บทนิยาม 1.5. กำหนดให (X, d) เปนปริภูมิเมตริก และ {xn} เปนลำดับใน X จะกลาววา {xn} เปน
ลำดับลูเขา (convergence sequence) ก็ตอเมื่อ มี x ∈ X ที่ทำให สำหรับแตละ ϵ > 0 มี N ∈ N ที่
ทำให d(xn, x) < ϵ สำหรับทุกคา n ≥ N

บทนิยาม 1.6. กำหนดให {xn} เปนลำดับในปริภูมิเมตริก (X, d) เรียก {xn} วา ลำดับโคชี (Cauchy
sequence) ก็ตอเมื่อ สำหรับแตละ ϵ > 0 มี N ∈ N ที่ทำให d(xm, xn) < ϵ สำหรับทุกคา m,n ≥ N .

บทนิยาม 1.7. กำหนดให (X, d) เปนปริภูมิเมตริก เรียก (X, d) วา ปริภูมิเมตริกบริบูรณ (complete
metric space) ก็ตอเมื่อ ทุกลำดับโคชีใน X เปนลำดับลูเขาใน X

สำหรับ A,B ∈ CB(X) เรานิยามฟงกชัน H : CB(X)× CB(X) → R+ ดังนี้

H(A,B) = max{δ(A,B), δ(B,A)},

โดยที่
δ(A,B) = sup{d(a,B) : a ∈ A},

δ(B,A) = sup{d(b, A) : b ∈ B},

d(a,C) = inf{∥a− x∥ : x ∈ C}.

บทนิยาม 1.8. กราฟมีทิศทาง (directed graph) G = (V (G), E(G)) ประกอบไปดวยเซต V (G)

แทนจุดของกราฟ G และ เซต E(G) ซึ่งอยูในรูปคูอันดับของจุดในกราฟ G

ขอสังเกต 1.9. เรากำหนดให G ไมมีเสนเชื่อมขนาน.

บทนิยาม 1.10. กำหนดให G = (V (G), E(G)) เปนกราฟมีทิศทาง ละ x, y เปนจุดยอดในกราฟ G

แลว พาธ (path) จาก x ไปยัง y ที่มีความยาว n ∈ N
∪
{0} คือ ลำดับ {xi}ni=0 โดยที่ x0 = x,

xn = y, (xi−1, xi) ∈ E(G) สำหรับ i = 1, 2, ..., n.

บทนิยาม 1.11. กำหนดให G = (V (G), E(G)) เปนกราฟมีทิศทาง จะกลาววา G เปน กราฟเชื่อม
โยง (connected graph) ก็ตอเมื่อ จุดยอด 2 จุดใดๆ ใน G เชื่อมไดดวยพาธ

บทนิยาม 1.12. กำหนดให G = (V (G), E(G)) เปนกราฟมีทิศทาง จะกลาววา G−1 เปน กราฟผกผัน
(conversion graph) ของ G ก็ตอเมื่อ V (G−1) = V (G) และ E(G−1) = {(x, y) : (y, x) ∈ E(G)}

บทนิยาม 1.13. กำหนดให X ̸= ∅ และ G = (V (G), E(G)) เปนกราฟมีทิศทาง โดนที่ V (G) = X

จะกลาววา G มีสมบัติ ถายทอด (transitive) ก็ตอเมื่อ สำหรับ x, y และ z ใน G

(x, y), (y, z) ∈ E(G) ⇒ (x, z) ∈ E(G)

บทนิยาม 1.14. กำหนดให (X, d) เปนปริภูมิเมตริกและ G = (V (G), E(G)) เปนกราฟมีทิศทางโดยที่
V (G) = X จะกลาววา X มี คุณสมบัติ A (Property A) ก็ตอเมื่อ สำหรับ {xn} ที่เปนลำดับใน X ถา
{xn} ลูเขาสู x และ (xn, xn+1) ∈ E(G) สำหรับ n ∈ N โดยที่ x ∈ X แลว จะมีลำดับยอย {xnk

}
โดยที่ (xnk

, x) ∈ E(G) สำหรับ k ∈ N
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1.5 ประโยชนที่ไดรับจากการวิจัย

ไดองคความรูใหมในสาขาการวิเคราะหเชิงฟงกชัน (functional analysis) และไดเผยแพรบท-
ความวิจัยในวารสารระดับนานาชาติ




